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Préliminaires. 


1. Soit ze C\R-. Alors il existe r > 0 et a €] — x, r| tel que z = re’®. 


$ ; à j a 
Les deux racines complexes de z sont alors u1 = /re'? et ua = —u1 = Vreitr+5), 
Puisque a el—x,rl, £el—T,Tlet r +2 el, %|, donc 1 € OT alors que w € O7. 
q TL 0 22 2 <> 2b 


Ainsi il existe un unique complexe dans © dont le carré vaut z. 
2. (a) Soit z € OT. Alors z = x + iy avec (x,y) € R?, x > 0, puis : 


Le DE 


re A 
GAL EE 

puisque 0 < (x — 1)? + y? < 2x? +1 + y < (x +1)? +y?. Ainsi g(O*) CD. 

(b) Pour z =x/+iy EDetzeC\{-1},ona: 


1 ! 
g)=r#2-1= 2640825 TE. 
— Z 
G+x+iy)( x +iy!) = f 
De plus Re(z) = Re( = 27 + y? = T2) +5 star ele 


Ainsi tout élément de D a un unique antécédent par g dans ©”, donc : 


g réalise une bijection de © sur D, notée ÿ. 


1+2z 
1-2 
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as 
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® 
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Soit M € M, {R). 

Ona: {MM)= M'M= MM. 

De plus, si À est une valeur propre de MM, alors il existe un vecteur X non nul tel que 
MMX = XX. Puis: 


AIX = (AX,X) = ( MMX,X) = (MX,MX) =||MX|? > 0 


donc À > 0. 
Ainsi MM est une matrice symétrique positive. 
Si de plus M est inversible, alors MM l’est aussi comme produit de matrices inversibles, 
donc 0 n’est pas valeur propre de MM. 
Si M est inversible, M est une matrice symétrique définie positive. 
(b) Définissons sur M, (R) x MAR) l'application : Y(M, P) = Tr( MP). 
. V est bilinéaire grâce à la linéarité de la trace. 
. Ÿ est symétrique car : V(P,M) = Tr( { MP)) = V(M,P) puisque Tr( A) = Tr(A). 
nm 


n 
. Ü est positive car : Y(M,M) = O0 ME i) > (0. 
i=1 k=1 
. Ÿ est définie car : Y(M,M)=0& V(i,k) € [1,n]°,mri =08 M =0. 
Ainsi Ÿ est bien un produit scalaire sur M, (R). On notera : 
(M, P) = Y(M,P) = Tr( MP). 
Puisque N(M) = (M, M), 


l'application N est le carré de la norme euclidienne associée à (.,.). 


4. Définissons sur M,(C) x M,(C) l'application : 6(M, P) = Tr(M*P). 
. est sesquilinéaire car : 
. est linéaire par rapport à la seconde variable : 


(M, a Pi + BP2) = ag(M, Pi) + BO(M, Po). 
. o est semi-linéaire par rapport à la première variable : 
p(aMi + BM, P) = ap(M, P) + B(Mo, P). 


. o est hermitienne car : 


£(P,M) = Tr( PM) = Tr( PM) = Tr( PM) = Tr( MP) = (MP). 


nm nm 
. o est positive car : (M, M) — SO Imx:l?) > 0. 

i=1 k=1 
. p est définie car : (M, M)=0& V(i,k) e [1,n]”,mr; =0& M = 0. 
Ainsi ® est bien un produit hermitien sur M, (C). 


l'application N': M Tr(M*M) est le carré de la norme associée à ©. 


Remarque : une petite erreur d’énoncé à signaler ici, il manquait ‘le carré’. 


Partie I. 


5. Soit L dans M,(K) telle que L? = 1,. 
Remarque : par convention : on identifie M,,1(K) et K” ; si À est une matrice alors Ker(A) 
désigne le noyau de l’application linéaire x ++ Ax; enfin on notera diag(a1,...,an) la matrice 
diagonale dont les coefficients diagonaux sont @1,...,an. 


(a) Le polynôme Q = X?—1=(X —1)(X +1) est un polynôme annulateur de la matrice L. 
De plus ce polynôme Q est scindé et à racines simples sur K (rappelons que K = R ou C), 
donc L est diagonalisable et Sp(L) € {—1,1}. 

Il existe donc deux sous-espaces vectoriels F = Ker(L — I,) et G = Ker(L+1,) de K” 
tels que K°=F@6G. 
Puisque F = Ker(L—1,),ona:Vxre F,Lx = x. 
Et G = Ker(L +1,) donc : Vx € G, Lx = —x. 
Remarque : F (ou G) peut être réduit à {0}. 
(b) Supposons F'et G tous deux non réduits à {0}. D’après l'écriture K”° = F@G, on peut trou- 


ver une base B = (e1,...,e,) de K” telle que (e1,...,e,) est une base de F'et (e,+1,...,e») 
est une base de G. 


La matrice de l’application linéaire canoniquement associée à L dans la base B est la 
matrice D = diag(1,...,1,—1,...,—1), où le nombre 1 apparaît r fois et —1 apparait 
(n—r) fois. 

Ainsi Tr(L)=r-{(n-7r) = dim(F) — dim(G). 


. Si F = {0}, alors K°* = G et L = —1,, donc Tr(L) = —n = dim(F) — dim(G). 
. Enfin, si G = {0}, alors K° = F'et L=1I, puis Tr(L) =n = dim(F) — dim(G). 
On a bien, dans tous les cas : 


Tr(L) = dim(F) — dim(G) =2r -n où r = dim(F). 


6. (a 


) 


— 


— 


. rest réflexive car : VL € T,,L = 15 1LI, donc L + L. 

. rest symétrique car : V(L, M) € T?, si L + M alors il existe P dans GL,(K) telle que 
M = P-!LP, donc L = PMP! = Q71MQ avec Q = P7! qui est dans GL,(K), et ainsi 
M = L. 

. r est transitive. En effet, soient L, M,N dans 7, telle que L = M et M = N. Alors il 
existe deux matrices inversibles P et Q telles que M = P-ILP et N = Q7'MQ. D'où 
N = (PQ) !L(PQ). Puisque PQ € GLA(K), L= N. 

En conclusion : + est une relation d’équivalence sur T,. 

Soient L et M dans T,. 

- Si L < M, alors il existe P dans GL,(K) telle que M = P-!ILP. Puis Tr(M) = 
PECP LP) =Tr((LP)P YE TEE). 

- Si Tr(L) = Tr(M), alors d’après la question (5a) on peut en déduire que Ker(L— 1) et 
Ker(M — T,) ont la même dimension, de même que Ker(L+1,) et Ker(M +1,). Ainsi L 
et M sont semblables à la même matrice diagonale D = diag(1,...,1,—1,...,—1), donc 
Let M sont semblables (par transitivité de la relation +). 


Au final : 
V(L,M)eT?, LM Tr(L) =Tr(M). 


Pour r € [0,n] on note D, la matrice diagonale dont la diagonale contient r fois le nombre 
1 puis (n — r) fois le nombre —1. 

D’après (5a) et (6b), toute matrice L de T,, est semblable à une, et une seule, matrice D, 
, où r désigne dim(Ker(L — I,)). 

Ainsi la relation + a exactement (n + 1) classes d’équivalences sur Z,. 

On peut noter : Tn/ == {Do, Di,..., Da} 

avec D, = {M €T,,M = D,} = {M € Tn,Tr(M) =2r -n}. 


Fin de la partie I. 


Partie II. 
7. Soit À € M, (C) telle que Sp(A) = {a} C D. Soit B = À — als. 


(a) La seule valeur propre de B est 0, car pour X non nul : 


— 


— 


BX = 1X = AX = (A+a)X = }+ae Sp(A) = 1+a=a—À=0. 


On sait que le polynôme caractéristique de B est scindé puisque K = C, et a pour racines 
les valeurs propres de B. Donc ici : xB(X) = X”. 


Le théorème de Cayley-Hamilton permet d’affirmer que x8(B) = 0, donc : B° = 0. 


Soit ! € N*. Puisque B et 1, commutent on peut appliquer la formule du binôme de 


Newton : je 5 à (a) -E BE = > (.) (a)t-EB# 


k=0 k=0 


si on pose par convention (i) =0sik>l. 


Pour k fixé dans [0,n — 1], le terme 6 


——, qui tend vers Ü par croissances comparées lorsque ! tend vers +co, puisque 


}eat-+ équivaut, lorsque { tend vers +oo, à 


Ainsi la suite matricielle (A!) converge vers la matrice nulle. 


8. 


Ici À € M,(C) est telle que Sp(A) C D. 
Puisque C est algébriquement clos, À admet un polynôme annulateur (par exemple son po- 
S 


lynôme caractéristique) scindé, de la forme Q(X) = [Lx — a)", où @1,...,a, sont les s 
i=1 
valeurs propres distinctes de À. 


D'après le lemme de décomposition des noyaux, que l’on peut appliquer puisque les polynômes 
(X — @)1,...,(X — a;)"° sont premiers entre eux deux à deux, on a : 


C'=EÆE1®...DE, avec E; = Ker((A — a;l,)"). 


Chaque sous-espace caractéristique Æ; est stable par À, donc sur une base de C” adaptée à 
cette somme directe, la matrice de l’endomorphisme canoniquement associé à À, notée B, est 
diagonale par blocs et de la forme B = diag(B1,...,B;) où chaque B; est une matrice carrée. 
On a alors, pour tout entier { : B! = diag(B{,...,B!). 

Pour chaque fixé, B; est une matrice vérifiant les hypothèses de la question (7) : B; n’a 
qu’une seule valeur propre, puisque x8,(X) = (X — a;)"*, et cette valeur propre a; est dans 
D); 

D'après (7c) on peut donc affirmer que pour chaque à fixé, la suite (B!)en converge vers la 
matrice nulle de My,n,(C). 

Et ainsi la suite de matrices (B!) converge dans M, (C) vers la matrice nulle. 

Enfin, puisqu'il existe P inversible telle que À = PBP-7!, A = PB!'P-! donc : 


la suite de matrices (4!) converge elle aussi dans M, (C) vers la matrice nulle. 


Fin de la partie II. 


Partie III. 


. Si a = 1 alors u* n’est pas bien définie puisque u1 = 0, ce qui entraîne que u2 n’est pas défini. 
10. 


Soit à € R*. Montrons par récurrence sur ! € N que w est bien définie et appartient à R*. 
. Pour !{ = 0, uo = a est dans R*. 


1 
. Pour { fixé dans N, supposons que u, est bien défini et est dans R*. Alors — est bien défini, 
uI 
2 
uf +1 2 | 
| € R* car l'équation t? + 1 — 0 n’a pas de racine 


donc w+1 est bien défini, puis w41 = 


dans R. 


. Le principe de récurrence permet de conclure que la suite u°® est bien définie et que tous ses 
termes sont dans R*. 


Remarque : on s’autorisera à rédiger plus brièvement les prochaines récurrences. 


1 
Notons h:R*—R,tr 5Ù + : ). L'étude de la fonction h donne les résultats suivants : 


h est décroissante sur ]0,1[, avec (10, 1[) =]1, +oof. 

La fonction À est croissante sur [1, + et laisse stable cet intervalle. 

Sur ]0,+oco{, l'équation A(t) = t n’a qu’une solution qui est { = 1, Cr étant au-dessus de la 
première bissectrice À sur ]0, 1], puis en-dessous de À sur ]1, +. 

Grace à ces résultats (qui peuvent être illustrés sur la copie par un dessin), on obtient que : 
- Si a > 1, alors : pour tout entier !, w > 1; w+1 — w = h(w) — w < 0; donc (w) est 
décroissante et minorée par 1, donc (w) converge. Puisque À est continue sur [1,+æ{, la 
limite de (w) est un point fixe de h, et 1 est le seul point fixe de À sur [1, +, donc (w) 
converge vers 1. 


11. 


- Si a €]0,1{, alors u E]l, +, donc d’après le cas précédent (w) est décroissante à partir 
du rang 1 et converge vers 1. 


Remarquons enfin que h est impaire, donc par symétrie : si à < 0, alors (w) est croissante (à 
partir du rang 0 si à < —1, du rang 1 si « €] — 1,0[) et converge vers —1. 


On retiendra que : 
1 sia >0 
= 


—1 sia<0 


DA 


; ; 1 
(a) Soit z = x + iy dans OT. Re(f(z2)) = JE + pra > 0 car x > 0. Donc f(z) € Of. 


Size O7, —-2 € Of donc f(—2) € Of; or f(—z) = —f(z), donc f(2) € OT. 
En conclusion : 
OT et O7 sont stables par f. 


Si a n’est pas un imaginaire pur, alors il est dans O* ou dans ©. Ces ensembles restants 
stables par f et f y étant bien définie (f est définie sur C \ {0}), la suite u° est bien définie. 


Si w, est bien définie et différent de 0 : 


7 
Se 


f(ur) 


Vebue | 1-67 
21-82 1+82 
a+s}+a-8} 


20") 
1 a 82 
— Le = WI+1. 


Il reste à vérifier que la suite (w,) est correctement définie. 
B Z 1 donc wo est bien définie et, en notant B = x + iy avec (x,y) € R? : 
1+6 ) == 


1-6) Gare 


car |B|? = x? + y? Z 1. Donc wo n’est pas un imaginaire pur. Ainsi la suite (w,) est bien 
définie grâce à (11 — a). 


Re(wo) = Re( 


Si|8l <1, lim 87 = 0 puis (wy) converge vers 1. 
1— +00 


DR 
S > 1, 1 = — = -1. 
AR Re D a 


En résumé : 


B 


(ur) converge vers 1 si [B| < 1, vers —1 si [6] > 1. 


PS 
Q 
nr 


Soit a € C\{iR}. 
On suppose dans un premier temps a € O*. 


1 
D'après (2b) du préliminaire, la fonction gl :2++ 


z 
est une bijection de D sur O*. 
— 2 


Donc il existe un unique B € D tel que a = 5. La suite u° est alors la suite (w,) étudiée 


à la question précédente, elle converge donc vers 1 (car ici [5] < 1). 

Maintenant, si a € O7, des calculs analogues à ceux de (2b) prouvent qu’il existe un unique 
B de module strictement supérieur à 1 tel que « = LÉ. La suite u* est alors la suite (uw) 
étudiée à la question précédente, elle converge dans ce cas vers —1. 

En résumé : 


Si a € OT, u* converge vers 5° — 1. 
Si a € O7, u* converge vers 58% = —1. 


Fin de la partie III. 


Partie IV. 


12. Remarque : jusqu’à la fin du problème, à chaque fois qu’une matrice vérifiera (P), ou (P+), 
ou (P—), on utilisera le fait qu’elle est inversible puisque son spectre ne contiendra pas 0, donc 
certains résultats de cette partie IV lui seront applicables. 


(a) Puisque À est diagonalisable et Sp(A) N iR = (), il existe une matrice D diagonale et une 


13. (a 


— 


— 


matrice P inversible telles que À = PDP !, avec D = diag(a,..., an), où les a; sont les 

valeurs propres (non nécessairement distinctes) de A. 

Pour à fixé dans [1,n], a; n’est pas un imaginaire pur. Ainsi la suite u% est bien définie : 
Q) 


on notera à, son l-ème terme. 


On va prouver par récurrence sur ! € N la propriété 
. : Le. _ . (1) (n)\ p-1 
P(L) : ? U; est bien définie et U, = Pdiag(a, ,...,a; )PT.. 


. P(0) est vraie puisque Uo — À = Pdiag(oi,...,an)P 1 = Pdiag(a$”, Es af) )P-1. 
. Pour { fixé dans N on suppose P({) vraie. Alors U, est inversible car aucun al n’est nul, 
donc U,,: est bien définie. De plus : 


1 5 , 1 1 = 
Usa — 5 P(diag(ai”, sn al )) + diag( 5; is, —5))P ! 
a a 
l l 
. Li) 1 1, (n) L 1 
—  Pdiag(=(a; ” + is, = (a 4 VE 
Rent ESC 

= Pdiag(a®, ja a) PL 
Donc P(I + 1) est vraie. 
. En conclusion, la suite récurrente U* est bien définie. 
On à obtenu que : U — Pdiag(a®”, pr af) pri (on note bien que la matrice P est fixée 


dès le départ donc indépendante de {). 
D'après la partie IIT, les suites (ay, convergent, soit vers 1 soit vers —1, selon le signe de 
la partie réelle de a;. Aïnsi 


la suite récurrente U4 converge vers LA = Pdiag(s%,...,s%) Pl 


avec, on le rappelle, s% = +1 si Re(ai) > 0 et s% = —1 si Re(æ;) < 0. Vu son écriture, 
LA est bien une matrice diagonalisable et : 


(LAŸ? = Pdiag(s®?,...,s%2)p-l 2 PI,P = I. 


1 
Posons 0, = 5 (Tr(U) + Tr(Ur?)). 
Par linéarité de la trace on a : à = Tr(U+1). 


Puisque l'application M + Tr(M) est continue sur M,(C) (toute forme linéaire sur un 
espace vectoriel de dimension finie est continue), la suite (6) converge vers Tr(LA). 


mn 

On a : Tr(LA) = de — Nombre de valeurs propres dans O©Ÿ — nombre de valeurs 
i=1 

propres dans O7. 

Toute matrice de M,(C) est trigonalisable puisque C est algébriquement clos. Donc il 

existe P inversible et T triangulaire supérieure dans M, (C) telles que : À = PTP"!. On 

notera B1,...,/ les éléments diagonaux de T, qui sont les valeurs propres de À. 

1 1 
Ainsi : S(A + A1 = PET EPP 


6 


— 


— 


1 
La matrice 5 +T ri) est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont de la 


1 
forme d = 56 + 871), avec B € Sp(A). 
On note B = x + iy avec (x,y) € R° et x > 0 car Sp(A) € Of. 
(1 +2? + y) 


Le calcul donne : Re(d) = ap 
T y 


> 0, donc d € OF. 


nr RL : 
Ainsi les valeurs propres de la matrice 54 + AT) sont toutes dans O*, donc cette matrice 
vérifie bien (P+). 
Une récurrence rapide sur ! € N prouve alors que pour tout entier !, U; est bien définie, 
est inversible, et vérifie (P+). 


En reprenant les notations de la question précédente : (A — 1,)(A+1,) ! = PSP! avec : 


B1—1 *%x .…. * Ces: HE 4 * 
s= {r-1)rént=)| | - ‘ 
| 1 
0 DB = 0 OR 
g(B1) * x 
: 0 * 
0 0  g(Bn) 


Donc Sp((A — 1:)(A+1:)77) € g(Sp(A)). 
En développant, on remarque que : 
(In + Ui)(n = 077) = In + Gi = UT — In = (Ur — In) + 09). 


Ainsi : (1, — (BP TE ES + Ur)? = (1, + U) !(U, — I,) (notons cette égalité (o)). On cal- 
cule maintenant : 


a 1 : 1 : = 
it = H)Uen +) = GU+0)-n)GUi +0 +R)" 
(Di +07! -21,)(Ui +0, +21) 1. 


Or Un + UT 21, = (U — In)(In — Uj?) et Un + Uj + 214 = (U + In)(In + Uj?), d'où : 


Cie — 1n)(Uin + In) = (Ui- n)(n = UV )(n + UT) (01 + I) 
= (U=L)( +) (= LU +R)! (avec (o)) 
= (UE) Er) 


Une récurrence immédiate utilisant cette relation donne : 
ol+1 


Oia — M)(Ue +) = (A HA +R) 1) 


Remarque : Les matrices À et U, ont leur spectre inclus dans ©*, ce qui justifie l'existence 
des inverses dans nos calculs. 


D'après ce dernier résultat et la question 8 de la partie IL, il suffit de démontrer que le 
spectre de la matrice (A — 1,)(A + 1,) ! est inclus dans D. 


Or d’après (13 — b), ce spectre est contenu dans g(Sp(A)) qui est lui-même inclus dans 
g(©*). Enfin, d’après (2a) du préliminaire, g(O*) € D. 
On peut bien conclure que la suite (U, — 1,)(Uy + 1,) | converge vers la matrice nulle. 


(e) Notons C = (U — 1, )(Uy + 1h) !. On vient de prouver que la suite matricielle (C}) converge 


vers la matrice nulle. 
D'une part C(U + 11) = CU + Cr; d'autre part Cy(Uy + In) = Ur — In. 
Donc U — In = CU + Cr, puis (1n — CU = 1h + Cy et enfin : 


De (SC) EC): 


En effet (1, — Ci) est inversible car si elle ne l'était pas, il existerait X non nul tel que 
CiX = X, puis en posant Y = (U+1,) !X on aurait (U —1,)Y = (U +1h)Y d'où Y =0, 
ce qui est absurde car X Z 0 et (U + 1,) ! est inversible. 

Puisque (C;) converge vers Oh, et que l'application M + M! est continue, 


la suite (Uy) converge vers LA = 1,. 


14. Ici Sp(A) C O7. On pose B = —A. Alors B satisfait (P+) car Sp(B) = {—À,À € Sp(A)}, 
donc d’après (13—e) la suite UF converge et sa limite est Z,. Or une récurrence rapide montre 
que pour tout entier {, le /-ème terme de cette suite UP est l'opposé du /-ème terme de la 
suite UE donc 


la suite U‘ converge vers —14. 


15. (a) Le polynôme caractéristique (ou n’importe quel autre polynôme annulateur) de À est scindé 


— 


sur C et peut s’écrire : 


XA = P1P2 avec P1(X) = II (X — a)"* et P2(X) = I (X — a)"*, 
ae Sp(A)nO+ ae Sp(A}nO— 


aucun de ces produits n'étant vide car À ne vérifie ni (P+) ni (P—). 
Les polynômes P; et P; sont premiers entre eux donc, d’après le lemme de décomposition 
des noyaux, 

CT = E1 ® E2 avec E; = Ker(P;(A)). 
Comme dit plus haut on s’autorise la notation Ker(B), lorsque B est une matrice, qui 
désigne le noyau de l’endomorphisme canoniquement associé à B. 
Puisque À commute avec P1(A) et P:(A), les sous-espaces vectoriels E1 et E2 sont stables 
par À. Ainsi, en prenant une base (e1,...,en) de C” composée de (e1,...,e-) qui est une 
base de E1 et de (e,}1,...,e,) qui est une base de E2, en notant P la matrice de passage 
de cette base vers la base canonique, on à bien : 


a 
A=P CE P 


avec (0, D) € M,(C) x Mn_r(C), Sp(C) = Sp(Ar,) € OT et Sp(D) = Sp(Alr,) C O7. 


En notant (W) la suite UC et (V;) la suite U?, les produits matriciels par blocs et une 
récurrence rapide donnent : 


MW 0 
___ p—-i l 
VEN, U=P : DIE 


D’après les conclusions des questions 13 et 14, la suite (W,) converge vers 1, et la suite 
(V;) converge vers —/,-_,, donc : 


(Ur) converge vers LA = PI Îr o P. 
0 mr. 


Sp(L*) = {-1,1}. 


Fin de la partie IV. 


16. 


17. 


18. 


Partie V. 
Le polynôme caractéristique de B est donné par : 
XB(X) = det(X Ion — B). 


On calcule ce déterminant en effectuant, pour chaque ligne numérotée de 1 à n, L; + L; + 
X Lin. On obtient alors : 


On XD A 
X) = : 
XB(X)= | 7 x, 
On développe ensuite selon la première colonne, puis la deuxième, ..…., ainsi de suite jusqu’à la 


n-ème colonne. On obtient alors : 
YBiX) = det(X?1;, = A) =yA1(X?). 


Ainsi : À € Sp(B) & X € Sp(À). 

On sait que si à est une valeur propre de À, alors à € R_ donc a a deux racines complexes, 
opposés l’une de l’autre, l’une notée /a étant dans OT et l’autre, qui est —/«, dans OT. 
Par conséquent : 


Sp(B) = {Va, -Va,a € Sp(A)}. 


De plus l'égalité xB(X) = x4(X?) prouve que la multiplicité de V/a pour B est la même que 
celle de & pour À. 


Aucune valeur propre de À n’est dans KR, et les valeurs propres de À sont les carrés des 
valeurs propres de B, donc aucune valeur propre de B n’est dans 5R. Aïnsi 

B vérifie la propriété (P). 
On peut donc appliquer les conclusions des questions 13, 14, 15 : 


La suite U? converge. 


On raisonne par récurrence sur ! € N. 
A ns 1 
. Pour ! = 0, Us = B = ( ) donc la propriété est vraie pour ! = 0 avec Yo = 7, — Po(A) 


In 0 
(donc Po(X) = 1). 
. Fixons / € N et supposons la propriété vraie au rang {. 


Alors U, = È 4. avec Y, € CA]. 
l 


Puisque U, est inversible, Y, l’est aussi car elle est de rang n, et : 


“ 0 pa 
U, —= ve Û J 


On a ensuite : : ; 
Ur (: à DETE À 
%i+Y A1) 0 
Pour continuer on doit prouver que Y, ! € C[A] et Al € CA]. 
Ceci se résume à démontrer que si Ÿ est un polynôme en À, si Ÿ est inversible, alors Y —! est 
aussi un polynôme en À. 
Supposons donc que Ÿ = P(A), avec P € C[X], et que Ÿ est inversible. 


T 

Le polynôme P est scindé sur C et s'écrit P = [Lx — À;)". Puisque P(A) est inversible, 
i=1 

aucune racine À; n’est dans le spectre de À, car sinon P(A) serait le produit de plusieurs 


19. 


20. 


21. 


matrices dont une, (À — X;1,), ne serait pas inversible, et ainsi P(A) ne serait pas inversible. 
Ainsi le polynôme P est premier avec le polynôme caractéristique de À, ces deux polynômes 
n'ayant aucune racine commune dans C. 

Le théorème de Bézout dit alors qu’il existe deux polynômes U et V tels que: UP +VY1=1. 
En appliquant ceci en À, en rappelant que x4(A) = 0 grâce au théorème de Cayley-Hamilton, 
U(A)Y = I». Ainsi Y-! = U(A) e C[A]. 

On en déduit que He et A! sont des polynômes en A. On pose : 


1 ere 
Yi = Mt PAS 


La matrice Ÿ,,1 est aussi un polynôme en À car C[A] est un anneau. 


Enfin, AY + =) = AŸ,,1 car A et Pe commutent puisque C[A] est un anneau commu- 
tatif. 

On a bien prouvé que la propriété demandée par l’énoncé est vraie au rang ! + 1. 

. On conclut grâce au principe de récurrence que : 


VLeN, eC[A] U= (; d 
l 


D’après (17) et (18), la suite (Uy) converge vers L? qui sera de la forme : LP — Ë ) 


Puisque C[A] est un sous-espace vectoriel de dimension finie, C[A] est fermé donc L € C]A] 
en tant que limite de la suite (Y) de C[A]. 


Ensuite C = lim AY, = AT. 
1—+00 
Enfin, puisque L € C[A], AL = LA. 
Pour tout entier !, 2Ü11U7 = U? + Ln, donc en passant à la limite : D'ÉRE _ (LP)? + Dn 
puis (LP) = T5. 
OL = e ok donc : AL? =1,. 
Ainsi L? est une matrice inversible, donc L aussi, et en posant R = L-! on a : R? = À. 
Si À est une valeur propre de R alors X? € Sp(R?) = Sp(A), donc X? # R-, donc À # iR. Ainsi 
Sp(R) € OT U OT et d’après la question 1, il existe une unique matrice R ayant toutes ses 
valeurs propres dans O* telle que R? = A. 
- Soit À une matrice réelle symétrique définie positive. 
Il existe P EUR), D = diag(y1,...,7n) diagonale à coefficients strictement positifs telles 
que : À = PD P. 
On pose S — Pdiag(,/%1,...,/7n) FA 
S est une matrice réelle symétrique, définie positive et S? = A. 
De plus Sp(S) € O* donc $ est bien l’unique matrice notée VA définie dans la question (20). 


- Si À est hermitienne définie positive, la même démonstration fonctionne sauf qu’on écrit 
A = PDP* avec P EU,(C), D étant toujours diagonale avec des coefficients diagonaux réels 
strictement positifs. 


Fin de la partie V. 
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22. 


23. 


24. 


25. 


Partie VI. 


L'application M + MM est continue sur M,(R) donc A,(R), en tant qu'image réciproque 
du fermé {/,}, est une partie fermée de M,(R). 

Pour tout M dans U(R), N(M}? = Tr( MM) = Tr(I;) = n donc U,(R) est une partie 
bornée de M, (R). 


Puisque MA(R) est un espace vectoriel de dimension finie, on en déduit que 
Un(R) est un compact de M,(R). 


L'application P + N(M — P) est continue (car lipschitzienne) sur le compact U,(R) donc 
atteint son minimum : 


Il existe bien P; dans A, (R) tel que : VP EUR), N(M — P5) < NM — P). 
Soit P, dans U,(R). Soit P dans U,(R). On raisonne par équivalence : 


N(M+P)<N(M+P) & Tr M+ P\(M+P)) <Tr(( M+ P)(M + P)) 
& Tr( MM)+2Tr( PM)+n<Tr( MM)+2Tr( PoM)+n 
& Tr( PM) <Tr( PoM). 


Cette équivalence prouve directement l’équivalence entre les propositions (b) et (c). 
- Supposons (a). Soit P dans 4, (R). 


N(M-P)<N(M-P) = tn Po))? < (N(M - P)} 
Tr(( M — P)(M — P)) <Tr(( M P(M-P)) 
Tr(- MP- PoM) <Tr(- MP- PM) 

+ PoM) <2Tr(— PM) car Tr('B)=Tr(B) 
Tr( PoM) > Tr( PM) 


Y LL YU 


donc (a) = (b). 
- Supposons (b) (et donc (c)). Soit P dans U,(R). 


N(M — Ps) Tr( MM) -2Tr( PoM)+n 
Tr( MM)-2Tr( PM)+n 


N(M — P}. 


IN IA 


donc (b) = (a). 

Finalement (a), (b),(c) sont trois assertions équivalentes. 

Soit M symétrique définie positive. 

Soit P E U,{R). On considère une base orthonormée (w1,...,v,) de R” de vecteurs propres 


associés à M. On a, pour tout à de [1,n], Mv; = a;v; avec a; > 0. On à : 


nm n 
Tr( PM) = JS PM, vi) L 1 {Mi, Pui) =} au (HU) 

i=1 i=1 

nm 
S_ œillvil| X [Pv;||  (inégalité de Cauchy-Scwarz) 
i=1 
nm 
Sa (car [ul = Pull = 1) < Tr(M). 


i= 


IA 


IA 


Ainsi, en posant Ps = 1,, on a bien : VP EU,(R),Tr( PM) <Tr( PM). 
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Donc P; = 1, est une matrice de A, (R) telle que : VP EUR), N(M — Po) < N(M — P). 

Il reste à prouver que c’est la seule. Si P; est une matrice de U,(R) vérifiant aussi cette 
condition, alors Tr( PM) = Tr(M), donc les inégalités qui précèdent, en particulier celle de 
Cauchy-Schwarz, sont en fait des égalités. Ceci entraîne que pour tout à de [1,n], Pau, et v; 
sont colinéaires, et plus précisément que (v;, Pav;) = +1. Donc Piv; = v; pour tout à de [1,n], 
donc P, est la matrice J,. 

En conclusion : 

Po = 1h est l’unique matrice de U,(R) telle que : VP EUR), N(M — Po) < N(M — P). 


26. (a) La non-symétrie de M entraîne l’existence de deux entiers 0 # 70 tels que m;, 5, —mi à > 
0:70 30:10 


0. On s'intéresse alors à la matrice de rotation plane P définie pour ce couple (io, jo) 
(l'énoncé impose 9 < jo, mais la définition reste aussi valable même si io > jo en changeant 
0 en —6). 

Le produit PM a pour coefficients diagonaux, notés d;, les mêmes que ceux de M, à 
l'exception des deux coefficients d;, et d;, qui valent : 


dio = COS ÜMio io — SN Ms io 5 djo = SN OM j0 + COS OM jo jo: 


Ainsi 


Tr(PM)-—Tr(M) = (cosümiig — Sin OM jo,io) + (sin OMio jo + COS OM 0,50) — Mioio — M0,j0 


(cos 0 — 1)(mis io + Mo jo) +sin O(Mio jo — Mjoio )- 


On veut prendre Ÿ pour que cette quantité soit strictement positive, ce qui équivaut (lorsque 
sin 0 > 0) à: 
1 — cos 


Mio.jo — Mjoio ( Je a M jojo )- 


sin 0 
En notant a la constante strictement positive m;, 5 — Mi: et b la constante Mm;, à, +M0,j0 
on cherche donc 0 tel que sin 0 > 0 et : 


1 — cos 
a > b 
( sin @ ) 
1 — cos ô 0 0 ; 
Or l'expression nt est équivalente quans 0 tend vers 0 à 0e 0 qui tend vers 0 et 


n 
qui peut donc être aussi petite que l’on souhaite. Puisque a > 0, on peut donc conclure qu’il 
existe 0 €]0, 5[ assez petit tel que a > b(LSE), et par suite tel que Tr(PM) > Tr(M). 


Ainsi, en posant Q = P, Q EU,(R) et Tr( QM) > Tr( 1, M). Ceci contredit, d’après 
la question 24, l'hypothèse que : VP EUR), N(M — 1I,) < N(M — P). 
Ainsi l'hypothèse que M est non symétrique est absurde, donc : 


M est symétrique. 


PP, = (In 20 V)(In — 20 v) = 1, — Au Ùù + du( vu) % 
In — 4v v+4( vuju % (le terme entre parenthèses est un scalaire) 
I — Av v+dv à (car vu = |vl? = 1) = 1. 


Donc P, € Ua(R). 


üi. On note L; la i-ème ligne, qui est aussi la i-ème colonne, de la matrice symétrique M. 
On note v; la i-ème coordonnée du vecteur vw. 


On remarque que My est un vecteur-colonne, dont la i-ème coordonnée est { ;,v). 
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On a : {v, Mv) = vil L,v) = Œu Tv). 

i=1 
D'autre part, P, = 1, — 27 où Z 4 une matrice carrée, dont la 5-ème ligne est égale 
à v;v. 
Ainsi : P,M = M —-2ZM, où ZM est une matrice carrée, dont le i-ème coefficient 
diagonal vaut vi(v, L;). Par suite : 


Tr(P,M) = Tr(M)-2Tr(ZM) = M2) ue Li) 


n 
. 2{v, % Vi L;) 
i=1 


= Tr(M) — 2{v, Mo). 


(c) Soit À une valeur propre de M. On sait déjà que À est un réel car M est symétrique. Il 


27. (a 


) 


— 


existe un vecteur v de norme 1 tel que Mv = Av. 

Ainsi Tr(P,M) = Tr(M) — 2À. 

Puisque P, EUA(R), Tr( P,M) < Tr(M). 

Or P, est symétrique donc : Tr(M) — 21 < Tr(M), ce qui prouve que À > 0. 
Donc M est symétrique positive. 


Il y à une petite coquille dans l’énoncé, il faut lire : soit M dans M, (R) telle que la seule 
matrice P, dans U,(R) vérifiant : VP EU,(R), N(M — Po) < N(M — P), est Po = ln. 


On a déjà démontré que M est symétrique positive. 

On raisonne par l’absurde en supposant M non inversible. Il existe v de norme 1 tel que 
Mo = 0, puis Tr(P,M) = Tr(M). Aïnsi P, est aussi une matrice unitaire telle que : 
VP EUR), NM — P,) < N(M — P). Mais P, = In — 20 d Z In, ce qui contredit 
l’unicité supposée au début de la question. 

En conclusion, M est inversible donc M est bien symétrique définie positive. 


Conclusion des questions (25) et (26) : 


M est symétrique définie positive si et seulement si la seule matrice P; dans U,(R) vérifiant : 
VP EUR), NM — Po) < N(M — P), est Po = In. 


M est inversible donc la matrice ‘MM est symétrique définie positive. D’après (21), il 
existe une matrice notée $ = V MM qui est symétrique définie positive et dont le carré 
vaut MM. 

On remarque que S MM = S$ = MMS, donc S et ainsi ST! commute avec MM. 


Puisque S est inversible on peut poser Qo = MST! On a : 
QoQ0 = S7! MMS T= MM(S') = MM(S) = MM( MM) =. 


Ainsi Qo € Ua(R) et : M = QoV MM. 
Remarque : il s’agit de la décomposition polaire. 


Avec les mêmes notations, en prenant P € U,(R) : 
Tr( PM) = Tr( { QoP)S) < Tr(S) 


car S est symétrique définie positive et QoP € U(R), donc on peut appliquer (25). 
Puisque Tr(S) = Tr( QoM), on a déjà prouvé que Qo vérifie : 


VP EUR), NM — Qo) < N(M — P). 
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Il reste l’unicité à démontrer. Soit Pi € U,(R) telle que : VP € UR), N(M — Po) < 
N(M — P). 

On a alors : Tr( PM) = Tr( QoM) puis Tr( € QoP)S) = Tr(S). 

Mais S est symétrique définie positive, donc l’unicité prouvée dans la question (25) permet 
d'affirmer que QoP = 1,, donc Pj = Qb. 

Finalement Q est l’unique matrice P de AA (R) vérifiant : 


VP EUR), N(M — Ps) < N(M — P). 


28. Quand M n’est pas inversible l’unicité n’est pas assurée. 
Si M est par exemple la matrice nulle, tous les éléments de Z4,(R) sont à une distance {/n de 
M, donc il n’y a pas ici unicité puisqu'on peut prendre pour PQ, n'importe quelle matrice de 
Uh(R). 


Fin de la partie VI. 


Partie VII. 


29. Pour tout réel t, on a : 


Cette série entière a un rayon de convergence infini, donc 7 est de classe C'© sur R. 


+00 ,k 


CD A5") VE veto 
k=0 


+00 


())" 76) 


I 
TS 
EE 
on 
> 
nr 
Cu 
7 
[au 
+ 
. 


Ainis y va bien de R dans U4,(C). 

(0) = Vo. 

v(t) = Vo40e/* donc + (0) = 540. 

V'(#) = Vo4$e* donc +”(0) = VA. 

30. (a) L'application 7 est infiniment différentiable car linéaire. 

L'application 6 = noy7:R—R,tH p(t) = n(y(t)) est de classe C'° sur R comme 
composée de telles fonctions. Pour tout réel { dans un voisinage de 0, w(t) = n(y(t)) < 
n(Vo), ce qui se réécrit : w(t) < (0). 
Ainsi la fonction numérique a un maximum local atteint en { = 0, donc w/(0) = 0 et 
2"(0) < 0. 
Puisque 7 est linéaire, (0) = n(+/(0)) et 4/(0) = n(+”(0)), ce qui donne bien : 


Re(Tr(M*Vo4o)) =0 ;  Re(Tr(M*VoAÿ)) < 0. 


(b) On note MW =T = (ti). 
On fixe to À jo et on applique le résultat de (a) avec la matrice antihermitienne A5 dont 
tous les coefficients sont nuls, à l’exception de celui situé en position (to, jo) qui vaut 1 et 
celui en position (jo,io) qui vaut —1. 
Alors Tr(TAo) — Ljo.io == Lio,jo- 
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Puisque Re(Tr(T'Ao)) = 0, on a : Re(tj io) = Re(tisjo)- 

On fait un raisonnement analogue avec la matrice Bo dont tous les coefficients sont nuls, 
à l’exception de ceux situés en position (io, jo) et en position (jo,io) qui valent à. Cette 
matrice Bo est aussi antihermitienne. 

On a : Tr(TBo) = jo io + io, 

On sait que Re(Tr(T Bo)) = 0, donc Re(i(éis io +tio,50)) = 0, d'où : Im(tis io) = —Imitio jo): 
Finalement t;, ,;, et tj,i, Ont même partie réelle et leurs parties imaginaires sont opposées, 
donC tn et 

Ainsi T = , donc T est une matrice hermitienne. 


Il reste à montrer que T est définie positive. Soit À une valeur propre de T. On sait déjà 
que À est un réel puisque Test hermitienne. 


Soit X un vecteur de norme 1 tel que TX = ÀX. On pose B = iX X. Alors B est 
antihermitienne, donc d’après (30 — a — ii) : Re(Tr(T B?)) < 0. 
On calcule T B?, en utilisant que TX = 1X et XX =|X|?=1: 


PR PT AA) A = x =) D: 


Remarquons que Tr(B) = à, car le produit X X est une matrice dont les coefficients 


diagonaux sont |x1|?,...,|x,|?, donc Tr(B) = il X||? = i. 
La relation Re(Tr(TB?)) < 0 se réécrit : Re(Tr(iAB)) < 0, d'où : 4\Tr(B) < 0, et enfin 
—À}< 0. 


Donc À > 0, ce qui prouve que Test positive. 
Enfin M* et Vi sont des matrices inversibles donc T aussi. En conclusion, 


T = M*V, est une matrice hermitienne définie positive. 


31. Soit M inversible dans M,(C). Prenons W dans {4,(C) construite comme dans la question 
30. Alors M*V5 est une matrice hermitienne donc : M*W = (MW) = W M. 
Puis : M* = V*MVé, d’où : M*M = (V# M}? puis : V*M = VM*M et enfin : 


M =VVM*M. 


Fin. 
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